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Histogram の拡張の一つに Polynomial Histogram 推定法 (PH) がある。PH は各ビン内

の局所モーメント情報を用いた多項式型の密度推定法であり、ビンごとに推定するため各ビン

の境界で連続性を持たない。本稿では、局所モーメント条件と各ビンの境界での連続性の条件

を同時に満たす多項式型の Smoothed-PH推定法 (S-PH)を提案し、その漸近的性質と有限標

本における特性を明らかにする。大標本と小標本とに関わらず、S-PHは従来の主なビン型推

定量よりも推定精度を改良することを示した。

Polynomial Histogram (PH) is one of estimations expanding Histogram. PH is used

the local moment information of each divided interval. However, it’s discontinuous at

the boundaries of each bins. In this paper, we propose a polynomial density estimation

that satisfies both of continuity conditions and local moment conditions. We show its

large sample properties and investigate its characteristics when our model analyzes finite

samples. Our proposed model performs better an accuracy of estimate than some major

bin type estimation methods.

1 研究背景と目的

Polynomial Histogram(PH) 推定法は各ビンにおける平均や分散からなる局所モーメント情

報を用いた多項式型の密度推定法である。Sagae and Scott(1997a, b) は高次の局所モーメント

を用いた PH を提案し、平均積分二乗誤差 (MISE) の意味で高次オーダーの収束性を持つこと

を示している。しかしながら、PH はビンごとに推定するため、各ビンの境界で連続性を持た

ない。これまでに Histogram の不連続性を改良する方法についてはいくつか提案されている。

Scott(1985) は各ビンの中点で線形補間する Frequency Polygon(FP) を提案し、その MISE 収

束レートが O
(
n−4/5

)
で、Histogram の O

(
n−2/3

)
を改良することを示した。FP の関連研究

では、Minnotte(1996, 1998) の Bias-Optimized Frequency Polygon や、Jones et al.(1998) の

Edge Frequency Polygonがある。その他に、滑らかな曲線で隣接ビン間を接続する方法として、

Boneva, Kendall and Stefanov(BKS)(1971)と Schoenberg(1973)によって Histosplineが提案さ

れ、Lii and Rosenblatt(LR)(1974) はその MISE 収束レートが O
(
n−6/7

)
であることを示した。

齊藤・寒河江 (2021)は BKS型と LR型モデルの理論的同等性を示し、MISEの陽な漸近表現を導
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いた。局所モーメント情報の利用と Histogramの平滑化を同時に行う推定量のモデルについては

未整備の状態であるため、本稿ではここに焦点を当てる。

したがって、前述した先行研究の拡張として、局所モーメント条件と各ビンの境界での連続性の

条件を同時に満たす多項式型の平滑化 Polynomial Histogram推定法 (S-PH)を提案する。その理

論的特性として漸近的性質を導出し、有限標本における有効性を数値実験から示す。

2 平滑化 Polynomial Histogram

2.1 S-PH推定量の構築

pを累積分布関数の連続性の次数、q を局所モーメントの次数とする。このとき、提案モデルの

S-PHを S-PH(p,q) で表記する。これは、従来のビン型推定量を包括した表現であり、Histogram

は S-PH(0,0)、BFPは S-PH(1,0)、1次 PHは S-PH(0,1)、Histosplineは S-PH(2,0) に対応する。以

降、本稿では累積分布関数の 2次までの連続性条件と、局所 1次までのモーメント条件を同時に満

たす S-PH(2,1) の場合を扱う。

標本数 n、節点数 N、ビン節点 xj (j = 0, 1, . . . , N)、定義域 [x0, xN ] とする。j 番目のビン

Bj = [xj−1, xj) (j = 1, 2, . . . , N)、ビン幅 h、ビンの中点 tj、各ビンの面積 µ
(0)
j 、局所 1次モーメ

ント µ
(1)
j 、Bj における S-PH(2,1) 推定量 F̂j(x)、xj における分布関数の高さ Gj = F̂j(xj)、F̂j(x)

の係数 a
(j)
0 , a

(j)
1 , . . . , a

(j)
4 とし、簡単のために a0, a1, . . . , a4 と略す。

この時、S-PH(2,1) 推定量 F̂j(x)は次の通りである。

F̂j(x) = a0 + a1(x− tj) + a2(x− tj)
2 + a3(x− tj)

3 + a4(x− tj)
4, x ∈ Bj . (1)

ここで、局所モーメント条件と各ビンの境界での連続性の条件を満たすために、以下の制約条件

を設ける。

(i) 面積相等性：
∫
Bj

(x− tj)
0F̂ ′

j(x)dx = µ
(0)
j

(ii) 局所 1次モーメント情報保持：
∫
Bj

(x− tj)
1F̂ ′

j(x)dx = µ
(1)
j

(iii) 累積分布関数の 1次連続性：F̂ ′(xj−) = F̂ ′(xj+)

(iv) 累積分布関数の 2次連続性：F̂ ′′(xj−) = F̂ ′′(xj+)

ただし、F̂ (i)(xj−)(i = 0, 1, . . . ) は節点 xj における F̂ (i)(x) の左方 i 次微分係数、F̂ (i)(xj+) は

右方 i 次微分係数である。上記の条件のみでは未知数に対して方程式の数が 2 つ不足する。その

ため、節点 xj における F̂j(x)の 1次微係数Mj(j = 0, 1, . . . , N)に対し、付加条件として端条件

M0 = MN = 0を仮定する。
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各係数について制約条件に基づく方程式を解くと以下を得る。

a0 = − 15

8h
µ
(1)
j +

h

32
(Mj −Mj−1) +

1

2
(Gj +Gj−1) , (2)

a1 =
3

2h
µ
(0)
j − 1

4
(Mj +Mj−1) , (3)

a2 =
15

h3
µ
(1)
j − 3

4h
(Mj −Mj−1) , (4)

a3 = − 2

h3
µ
(0)
j +

1

h2
(Mj +Mj−1) , (5)

a4 =
5

2h3
(Mj −Mj−1)−

30

h5
µ
(1)
j , (6)

ここで、未知の定数Mj(j = 1, 2, . . . , N − 1)について制約条件から行列の形 RM = dで以下の

通り表わされる。

2 − 1
3

− 1
3 2 − 1

3 0
. . .

. . .
. . .

− 1
3 2 − 1

3
. . .

. . .
. . .

0 − 1
3 2 − 1

3
− 1

3 2





M1

M2

...
Mj

...
MN−2

MN−1


=



d1
d2
...
dj
...

dN−2

dN−1


, (7)

ただし、d の要素は dj = 2
3h

(
µ
(0)
j+1 + µ

(0)
j

)
− 20

3h2

(
µ
(1)
j+1 − µ

(1)
j

)
(j = 1, 2, . . . , N − 1) である。

節点数 N が十分大きく、Mj は定義域の端点から十分に離れたビンでの要素とすると、

Mj =
1

2h

N−1∑
k=1

wj,k

{(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)}
, (8)

ここで、wj,k = 1√
2

(
3− 2

√
2
)|j−k|

であり、
∑N−1

k=1
1√
2

(
3− 2

√
2
)|j−k|

= 1となる重みである。

したがって、f̂j(x) = F̂ ′
j(x)とすると、S-PH(2,1) の密度推定量 f̂j(x)は次式で与えられる。

f̂j(x) =

{
− 6

h3
(x− tj)

2
+

3

2h

}
µ
(0)
j +

{
−120

h5
(x− tj)

3
+

30

h3
(x− tj)

}
µ
(1)
j

+

{
10

h3
(x− tj)

3
+

3

h2
(x− tj)

2 − 3

2h
(x− tj)−

1

4

}
× 1

2h

N−1∑
k=1

wj,k

{(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)}
+

{
−10

h3
(x− tj)

3
+

3

h2
(x− tj)

2
+

3

2h
(x− tj)−

1

4

}
× 1

2h

N−1∑
k=1

wj−1,k

{(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)}
. (9)
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2.2 漸近的性質

本節ではビンごとに推定された f̂j(x) で構成された S-PH(2,1) 密度推定量の漸近的 MISE を導

き、漸近正規性が成り立つことを示す。

S-PH(2,1) 密度推定量に関して次の正則条件を満たすものとする。

(i) ビン幅 hについて、n → ∞のとき、h → 0かつ nh → ∞,

(ii) 関数 f (4)(x)は絶対連続関数で、R
(
f (5)

)
=
∫
f (5)(x)2dx < ∞.

この条件のもとで、以下の定理及び系が成り立つ。

Theorem 1：S-PH(2,1) の AMISE

全体での S-PH(2,1) 密度推定量 f̂(x)の漸近的なMISE(AMISE)は、

AMISE
{
f̂(x)

}
=

(
992 + 695

√
2

840

)
1

nh
+

h8

1209600
R
(
f (4)

)
≒ 2.351

nh
+

h8

1209600
R
(
f (4)

)
. (10)

このときの最適ビン幅 h∗ 及び最小 AMISEは、

h∗ =

(
125100

√
2 + 178560

R(f (4))

) 1
9

n− 1
9 , (11)

最小 AMISE =

(
2976 + 2085

√
2

2240

)(
R
(
f (4)

)
178560 + 125100

√
2

) 1
9

n− 8
9 . (12)

Theorem 2：S-PH(2,1) の漸近正規性

S-PH(2,1) 密度推定量について、∑n
s=1 E |Zs − E [Zs]|3

σ
[
f̂j(x)

]3 =
O
(

1
n2h2

)
O
(

1
n3/2h3/2

) = O

(
1

n1/2h1/2

)
= o(1), (13)

ただし、σ
[
f̂j(x)

]2
= Var

{
f̂j(x)

}
で、Zs (s = 1, 2, . . . , n)は f̂j(x)に従う独立な確率変数であ

る。したがって、リアプノフの条件を満たすことから、S-PH(2,1) 密度推定量は漸近正規性が成り

立つ。

Corollary 1：各ビンにおける S-PH(2,1) の漸近正規性

h ∝ O (n−α) , x ∈ Bj に対して、

α = 1
9 のとき、

√
nh
{
f̂j(x)− f(x)

}
d−→ N

(
Bias

[
f̂j(x)

]
,

(
992 + 695

√
2

840

)
f (ξj)

)
, (14)
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α > 1
9 のとき、

√
nh
{
f̂j(x)− f(x)

}
d−→ N

(
o(1),

(
992 + 695

√
2

840

)
f (ξj)

)
, (15)

が漸近的に成り立つ。ただし、f(ξj) は pj =
∫
Bj

f(t)dt = hf(ξj), ξj ∈ Bj を満たす Bj 内のあ

る点とする。Theorem 1の S-PH(2,1) の AMISE及び Theorem 2の漸近正規性の証明については

Appendix 1, 2で後述する。

3 数値実験

S-PH(2,1) の有限標本における推定精度を調べるため、積分二乗誤差 (ISE)について数値実験を

行う。定義域 [−8, 8]の混合正規分布 f(x)は 3
5N

(
−3, 22

)
+ 2

5N
(
4, 12

)
に従う確率密度関数とし、

標本数を n = 102, 103, 104, 105 とする。ビン幅は理論上の最適ビン幅を用いて、各標本数にお

ける ISE の数値実験 1000 回の平均 (MISE) を算出する。同様の設定の下での Histogram、1 次

PH、Histosplineと比較する。

数値実験に用いる各推定量の最適ビン幅 h∗ は次の通りである。

表 1 各推定量の最適ビン幅

　

(a)Histogram h∗
HIST =

(
6

R(f(1))

) 1
3

n− 1
3

(b)1次 PH h∗
PH(1) =

(
360

R(f(2))

) 1
5

n− 1
5

(c)Histospline h∗
HSP =

(
2520

√
3+1512

R(f(3))

) 1
7

n− 1
7

(d)S-PH(2,1) h∗
S−PH(2,1) =

(
125100

√
2+178560

R(f(4))

) 1
9

n− 1
9

図 1は n = 103 のときの Histogram、1次 PH、Histosplineと本稿で提案した S-PH(2,1) の数

値実験結果の例で、実線が推定結果、破線が真の密度関数である。
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図 1 n = 103 での推定例

(実線が推定結果、破線が真の分布。(a)Histogram、(b)1次 PH、(c)Histospline、(d)S-PH(2,1))

表 2 主な 3つの推定量と S-PH(2,1) のMISE比較 (繰り返し数 1000回)

MISE∗ n = 102 n = 103 n = 104 n = 105

Histogram O
(
n− 2

3

)
0.026454 0.005948 0.001301 0.000280

PH(1) O
(
n− 4

5

)
0.009111 0.001575 0.000265 0.000043

Histospline O
(
n− 6

7

)
0.003927 0.001752 0.000187 0.000020

S-PH(2,1) O
(
n− 8

9

)
0.005953 0.000849 0.000112 0.000016

表 2 はデータ数 n を変化させた時の 4 つの推定法を比較するための MISE の実験結果である。

推定精度が良いほど ISEは 0に近いため、各 nごとに比較して最小の値に下線を引いてある。ど
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の推定量も標本数が大きくなるにつれて ISEは小さくなり、ISEの各推定量の差は小さくなる。標

本数が n = 103 以上の時に、S-PH(2,1) の ISEが最も小さくなる。

表 3 ビン幅比

h∗ n = 102 n = 103 n = 104 n = 105

Histogram O
(
n− 1

3

)
1.0 1.0 1.0 1.0

PH(1) O
(
n− 1

5

)
5.5 7.4 9.9 13.1

Histospline O
(
n− 1

7

)
7.3 12.0 18.8 27.9

S-PH(2,1) O
(
n− 1

9

)
11.0 16.0 25.9 44.6

表 3は標本数 n = 102∼5 に固定し、Histogramの最適ビン幅でそれぞれの最適なビン幅を割っ

た値である。つまり、Histogramのビン幅を 1.0としたときの 1次 PH、Histospline、S-PH(2,1)

の最適なビン幅である。n を変化させた時の最大の値に下線を引いてある。標本数に関わらず

S-PH(2,1) のビン幅が他と比較して最も大きい。例えば、n = 105 では Histogramの約 45倍のビ

ン幅となる。推定したビン幅で定義域を割ることでビン数が得られるが、S-PH(2,1) は他の推定法

と比較して最も少ないビン数で推定できることが分かる。

4 結論と考察

本研究では、Polynomial Histogram の各ビンの境界で連続性を持たないという問題を解消

するため、局所モーメント情報の保持と各ビンの境界での連続性の条件を同時に満たす平滑化

Polynomial Histogram(S-PH)推定量を提案した。また、その理論的特性について漸近的性質を導

出し、実証面については数値実験を行い、理論と実証の両面において提案モデルが有効であること

を示した。

漸近的性質に関して、S-PH(2,1) 推定量の推定精度が MISE の意味で O
(
n−8/9

)
であることを

示した。従来の主なビン型推定法と推定精度を比較すると、Histogram の O
(
n−2/3

)
、局所モー

メントの条件のみを満たす 1 次 PH の O
(
n−4/5

)
、連続性の条件のみを満たす Histospline の

O
(
n−6/7

)
を改良している。カーネル密度推定との関係では、S-PH(2,1) のMISE収束オーダーは

4次の高次カーネル推定に相当する。また、S-PH(2,1) は漸近正規性が成り立つことを示し、その

陽な表現を導出した。

有限標本における特性を調べるため、二山の分布を例として ISEの標本平均 (MISE)について

数値実験を行った。その結果、データ数が 103 以上の場合で、S-PH(2,1) の MISE が Hitogram、

1次 PH、Histosplineより小さく、良い推定結果を示した。各推定量の最適ビン幅に注目すると、

データ数が 105 の時、今回の実験における S-PH(2,1) のビン幅は Histogramの約 45倍である。こ

のことは、S-PH(2,1) が広いビン幅を取ることで各ビンにおけるデータ数が多くなり、標本モーメ
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ント情報が推定に効果的に利用できることを示している。視点を変え、ビン数の観点から見ると、

S-PH(2,1) は最も少ないビン数で、より優れた推定精度を得た。本稿で提案した S-PH(2,1) による

密度関数の推定法は大規模データの縮約に対して有効的な手法であると考えられる。

Appendix 1：AMISE{f̂(x)}の証明
MISEの定義は次の通りである。

MISE := E [ISE]

= E

{∫ [
f̂(t)− f(t)

]2
dt

}
=

∫
E
[
f̂(t)− f(t)

]2
dt

= IV
[
f̂(t)

]
+ ISB

[
f̂(t)

]
,

ただし、IVと ISBは次のように定義される。

IV
[
f̂(t)

]
=

∫
Var

[
f̂(t)

]
dt,

ISB
[
f̂(t)

]
=

∫
Bias

[
f̂(t)

]2
dt.

AMISE
{
f̂(x)

}
について漸近積分分散 AIV

{
f̂(x)

}
と漸近積分二乗バイアス AISB

{
f̂(x)

}
のそ

れぞれから導出する。

まず漸近積分二乗バイアスについて示す。S-PH(2,1) の密度推定量は (9)式より、

f̂j(x) =

{
− 6

h3
(x− tj)

2
+

3

2h

}
µ
(0)
j +

{
−120

h5
(x− tj)

3
+

30

h3
(x− tj)

}
µ
(1)
j

+

{
10

h3
(x− tj)

3
+

3

h2
(x− tj)

2 − 3

2h
(x− tj)−

1

4

}
× 1

2h

N−1∑
k=1

wj,k

{(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)}
+

{
−10

h3
(x− tj)

3
+

3

h2
(x− tj)

2
+

3

2h
(x− tj)−

1

4

}
× 1

2h

N−1∑
k=1

wj−1,k

{(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)}
. (16)

ここで (9)式の期待値を取ると、

E
[
f̂j(x)

]
= c1E

[
µ
(0)
j

]
+ c2E

[
µ
(1)
j

]
+ c3

N−1∑
k=1

wj,k

{
E
[
µ
(0)
k+1

]
+ E

[
µ
(0)
k

]
− 10

h

(
E
[
µ
(1)
k+1

]
− E

[
µ
(1)
k

])}

+ c4

N−1∑
k=1

wj−1,k

{
E
[
µ
(0)
k+1

]
+ E

[
µ
(0)
k

]
− 10

h

(
E
[
µ
(1)
k+1

]
− E

[
µ
(1)
k

])}
, (17)
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ただし、

c1 = − 6

h3
(x− tj)

2 +
3

2h
, (18)

c2 = −120

h5
(x− tj)

3 +
30

h3
(x− tj), (19)

c3 =
10

h3
(x− tj)

3 +
3

h2
(x− tj)

2 − 3

2h
(x− tj)−

1

4
, (20)

c4 = −10

h3
(x− tj)

3 +
3

h2
(x− tj)

2 +
3

2h
(x− tj)−

1

4
. (21)

νk ∼ B (n, pk) (k = 1, 2, . . . , j − 1, j, . . . , n)で、pk =
∫
Bk

f(t)dtの時、

E
[
µ
(0)
k

]
=

1

n
E [νk] =

1

n
npk =

∫
Bk

f(t)dt, (22)

E
[
µ
(1)
k

]
=

∫
Bk

(t− tk)f(t)dt, (23)

ここで、未知の f(t)についてテイラー級数による近似から以下の通り表せられる。∫
Bk

f(t)dt ∼
∫
Bk

{
f(x) + (t− x)f (1)(x) +

1

2!
(t− x)2f (2)(x) +

1

3!
(t− x)3f (3)(x)

+
1

4!
(t− x)4f (4) +

1

5!
(t− x)5f (5) + · · ·

}
dt. (24)

(17) 式で (??)～(24) を用いて、
∑N−1

k=1 wj,kk = j,
∑N−1

k=1 wj,kk
2 = j2 + 1

2 ,
∑N−1

k=1 wj,kk
3 =

j3 + 3
2j,

∑N−1
k=1 wj,kk

4 = j4 + 3j2 + 2であることを利用して整理すると、f̂j(x)のバイアスは

Bias
[
f̂j(x)

]
= E

[
f̂j(x)

]
− f(x)

= − 1

24
f (4)(x)

{
(x− tj)

4 − h2

2
(x− tj)

2 +
7

240
h4

}
. (25)

したがって、ビン Bj における AISB
{
f̂j(x)

}
は、

AISB
{
f̂j(x)

}
=

∫
Bj

1

576
f (4)(ξj)

2

{
(x− tj)

8 − h2(x− tj)
6 +

127

120
(x− tj)

4

− 7

240
h6(x− tj)

2 +
49

57600
h8

}
dx

=
h9

1209600
f (4)(ξj)

2. (26)

以上より、全体での AISB
{
f̂(x)

}
はリーマン積分近似

∑
j f

(4)(ξj)
2h =

[∫
f (4)(x)2dx+ o(1)

]
を用いて、

AISB
{
f̂(x)

}
=

R(f (4))

1209600
h8. (27)
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次に漸近積分分散について示す。f̂j(x)の分散は、

Var
[
f̂j(x)

]
= Var

(
c1µ

(0)
j

)
+Var

(
c2µ

(1)
j

)
+Var

[
c3

{
N−1∑
k=1

wj,k

(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

N−1∑
k=1

wj,k

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)}]

+Var

[
c4

{
N−1∑
k=1

wj−1,k

(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

N−1∑
k=1

wj−1,k

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)}]
+ 2Cov

(
c1µ

(0)
j , c2µ

(1)
j

)
+ 2Cov

(
c1µ

(0)
j , c3

{
N−1∑
k=1

wj,k

(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

N−1∑
k=1

wj,k

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)})

+ 2Cov

(
c1µ

(0)
j , c4

{
N−1∑
k=1

wj−1,k

(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

N−1∑
k=1

wj−1,k

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)})

+ 2Cov

(
c2µ

(1)
j , c3

{
N−1∑
k=1

wj,k

(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

N−1∑
k=1

wj,k

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)})

+ 2Cov

(
c2µ

(1)
j , c4

{
N−1∑
k=1

wj−1,k

(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

N−1∑
k=1

wj−1,k

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)})

+ 2Cov

(
c3

{
N−1∑
k=1

wj,k

(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

N−1∑
k=1

wj,k

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)}
,

c4

{
N−1∑
k=1

wj−1,k

(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

N−1∑
k=1

wj−1,k

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)})
.

(28)

以降、分散については主要項のみ取り出して記述する。

(28)の第 1項は、

Var
(
c1µ

(0)
j

)
=

c21
n2

Var (νj) =
c21
n2

npj(1− pj)

∼ c21
n
hf(x). (29)

(28)の第 2項は、

Var
(
c2µ

(1)
j

)
= c22Var

(
µ
(1)
j

)
∼ c22

h3

12n
f(x). (30)
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(28)の第 3項は、

Var

[
c3

{
N−1∑
k=1

wj,k

(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

N−1∑
k=1

wj,k

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)}]

= c23

(
1 +

100

h2

)N−1∑
k=1

w2
j,k

{
Var

(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
+Var

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)}

+ 2Cov

(
c3

N−1∑
k=1

wj,k

(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
,−10

h
c3

N−1∑
k=1

wj,k

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

))

∼ 31
√
2

6
c23

(
h

n

)
f(x). (31)

(28)の第 4項は、(31)と同様に、

Var

[
c4

{
N−1∑
k=1

wj−1,k

(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

N−1∑
k=1

wj−1,k

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)}]

∼ 31
√
2

6
c24

(
h

n

)
f(x). (32)

(28)の第 5項は、

2Cov
(
c1µ

(0)
j , c2µ

(1)
j

)
= 2c1c2Cov

(
µ
(0)
j , µ

(1)
j

)
∼ c1c2

h3

6n
f ′(x). (33)

(28)の第 6, 7項は、

2Cov

(
c1µ

(0)
j , c3

{
N−1∑
k=1

wj,k

(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

N−1∑
k=1

wj,k

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)})

+ 2Cov

(
c1µ

(0)
j , c4

{
N−1∑
k=1

wj−1,k

(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

N−1∑
k=1

wj−1,k

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)})

∼ 2c1c3

{
Cov

(
µ
(0)
j ,

N−1∑
k=1

wj,kµ
(0)
k+1

)
+Cov

(
µ
(0)
j ,

N−1∑
k=1

wj,kµ
(0)
k

)}

+ 2c1c4

{
Cov

(
µ
(0)
j ,

N−1∑
k=1

wj−1,kµ
(0)
k+1

)
+Cov

(
µ
(0)
j ,

N−1∑
k=1

wj−1,kµ
(0)
k

)}

∼ 2c1(c3 + c4)
1

n2
(wj,j−1 + wj,j + wj−1,j−1 + wj−1,j)Var(νj)

= 2
√
2
(
2−

√
2
)
c1(c3 + c4)

(
h

n

)
f(x). (34)
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(28)の第 8, 9項は、

2Cov

(
c2µ

(1)
j , c3

{
N−1∑
k=1

wj,k

(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

N−1∑
k=1

wj,k

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)})

+ 2Cov

(
c2µ

(1)
j , c4

{
N−1∑
k=1

wj−1,k

(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

N−1∑
k=1

wj−1,k

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)})

∼ −20

h
c2c3

{
Cov

(
µ
(1)
j ,

N−1∑
k=1

wj,kµ
(1)
k+1

)
− Cov

(
µ
(1)
j ,

N−1∑
k=1

wj,kµ
(1)
k

)}

− 20

h
c2c4

{
Cov

(
µ
(1)
j ,

N−1∑
k=1

wj−1,kµ
(1)
k+1

)
− Cov

(
µ
(1)
j ,

N−1∑
k=1

wj−1,kµ
(1)
k

)}

∼ −20

h
c2(c3 + c4) (wj,j−1 − wj,j + wj−1,j−1 − wj−1,j)Var

(
µ
(1)
j

)
=

5
√
2

3

(
1−

√
2
)
c2(c4 − c3)

(
h2

n

)
f(x). (35)

(28)の第 10項は、
∑N−1

k=1 wj,kwj,k+1 =
√
2
8 ,
∑N−2

k=1 wj,kwj−1,k+1 = 64−45
√
2

8 ,
∑N−2

k=1 w2
j−1,k =

3
√
2

8 を用いて、

2Cov

(
c3

{
N−1∑
k=1

wj,k

(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

N−1∑
k=1

wj,k

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)}
,

c4

{
N−1∑
k=1

wj−1,k

(
µ
(0)
k+1 + µ

(0)
k

)
− 10

h

N−1∑
k=1

wj−1,k

(
µ
(1)
k+1 − µ

(1)
k

)})

∼ 2c3c4

(
2

N−1∑
k=1

wj,kwj,k+1 +

N−2∑
k=1

wj,kwj−1,k+1 +

N−2∑
k=1

w2
j−1,k

)(
h

n

)
f(x)

+
200

h2
c3c4

(
2

N−1∑
k=1

wj,kwj,k+1 −
N−2∑
k=1

wj,kwj−1,k+1 −
N−2∑
k=1

w2
j−1,k

)(
h3

12n

)
f(x)

=

(
245

√
2− 352

3

)
c3c4

(
h

n

)
f(x). (36)

(29) ～ (36)より、ビン Bj における漸近積分分散 AIV
{
f̂j(x)

}
は、

AIV
{
f̂j(x)

}
=

{
6

5h
+

h2

12
× 120

7h3
+

31
√
2

6
× 3

70h
+ 2

√
2
(
2−

√
2
)(

− 1

10h

)
+

5
√
2

3

(
1−

√
2
)
h× 3

7h2
+

(
245

√
2− 352

3

)
1

280h

}
h

n
f(x)

=

(
992 + 695

√
2

840

)
1

n
f(x). (37)
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したがって、全体での AIV
{
f̂(x)

}
はリーマン積分近似より、

AIV
{
f̂(x)

}
=

(
992 + 695

√
2

840

)
1

nh
. (38)

Appendix 2：f̂j(x)の漸近正規性の証明

節点 xk = k
N , k = 1, 2, . . . , N として、度数 νk を定義関数 I (·)を用いて表記すると、

νk =

n∑
m=1

Im

(
k − 1

N
,
k

N

)
, (39)

ただし、

Im (u, v) =

{
1 if u ≤ Xm ≤ v

0 otherwise.
(40)

各ビンの局所 1次モーメント Sk を定義関数 I (·)を用いて表記すると、

Sk =
1

νk

n∑
m=1

(xm − tk) Im

(
k − 1

N
,
k

N

)
, (41)

ただし、Im(u, v)は (40)と同様で、xm(m = 1, 2, . . . , n)はデータ点である。

(16)を (39), (41)を用いて書き換えると、

f̂j(x) =
c1
n

n∑
m=1

Im

(
j − 1

N
,
j

N

)

+
c2
n

n∑
m=1

(xm − tj) Im

(
j − 1

N
,
j

N

)

+
c3
n

N−1∑
k=1

wj,k

[ n∑
m=1

Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
+

n∑
m=1

Im

(
k − 1

N
,
k

N

)

− 10

h

{ n∑
m=1

(xm − tk+1) Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
−

n∑
m=1

(xm − tk) Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}]

+
c4
n

N−1∑
k=1

wj−1,k

[ n∑
m=1

Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
+

n∑
m=1

Im

(
k − 1

N
,
k

N

)

− 10

h

{ n∑
m=1

(xm − tk+1) Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
−

n∑
m=1

(xm − tk) Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}]
,

(42)

ただし、c1, . . . , c4 について x− tj ∈
[
−h

2 ,
h
2

)
より、有限な値を取る。
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(42)より、

Zm =
1

n

(
c1Im

(
j − 1

N
,
j

N

)
+ c2 (xm − tj) Im

(
j − 1

N
,
j

N

)
+ c3

N−1∑
k=1

wj,k

[
Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
+ Im

(
k − 1

N
,
k

N

)
− 10

h

{
(xm − tk+1)Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
− (xm − tk)Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}]
+ c4

N−1∑
k=1

wj−1,k

[
Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
+ Im

(
k − 1

N
,
k

N

)
− 10

h

{
(xm − tk+1)Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
− (xm − tk)Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}])
. (43)

このとき、

f̂j(x) ≃
n∑

m=1

Zm, (44)

で、Zm は独立同一分布に従う。

ここで、

E |Zm − E [Zm]|3 ≤ E |Zm|3 + 3E
[
Z2
m

]
|E [Zm]|+ 4 |E [Zm]|3 . (45)

Z2
m についてシュワルツの不等式より、

Z2
m ≤ 6

(
1

n

)2 [
c21

{
Im

(
j − 1

N
,
j

N

)}2

+ c22

{
(xm − tj)Im

(
j − 1

N
,
j

N

)}2

+ c23

N−1∑
k=1

w2
j,k

{
Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
+ Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}2

+

(
100c23
h2

)N−1∑
k=1

w2
j,k

{
(xm − tk+1)Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
− (xm − tk)Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}2

+ c24

N−1∑
k=1

w2
j−1,k

{
Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
+ Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}2

+

(
100c24
h2

)N−1∑
k=1

w2
j−1,k

{
(xm − tk+1)Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
− (xm − tk)Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}2]
.

(46)
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(46)について期待値を取ると、

E
[
Z2
m

]
≤ 6

(
1

n

)2(
c21E

[{
Im

(
j − 1

N
,
j

N

)}2
]

+ c22E

[{
(xm − tj)Im

(
j − 1

N
,
j

N

)}2
]

+ c23E

[
N−1∑
k=1

w2
j,k

{
Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
+ Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}2
]

+

(
100c23
h2

)
E

[
N−1∑
k=1

w2
j,k

{
(xm − tk+1)Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
− (xm − tk)Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}2
]

+ c24E

[
N−1∑
k=1

w2
j−1,k

{
Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
+ Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}2
]

+

(
100c24
h2

)
E

[
N−1∑
k=1

w2
j−1,k

{
(xm − tk+1)Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
− (xm − tk)Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}2
])

.

(47)

(47)の大カッコ内の第 1項目について、Im
(
k−1
N , k

N

) i.i.d.∼ B (1, pk) (k = 1, 2, . . . , N)より、

E

[{
Im

(
j − 1

N
,
j

N

)}2
]
= Var

[
Im

(
j − 1

N
,
j

N

)]
+ E

[
Im

(
j − 1

N
,
j

N

)]2
= pj (1− pj) + p2j

= pj

=

∫
Bj

f(t)dt

∼
∫
Bj

{f(x) + (t− x)f ′(x) + · · · } dt

∼ hf(x). (48)

したがって、前述の正則条件から f (4)(x) < ∞より、

c21E

[{
Im

(
j − 1

N
,
j

N

)}2
]
<

C1

h
. (49)
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大カッコ内の第 2項目について、xm − tk ∈
[
−h

2 ,
h
2

)
(k = 1, 2, . . . , N)を用いて、

E

[{
(xm − tj)Im

(
j − 1

N
,
j

N

)}2
]
= Var

[
(xm − tj)Im

(
j − 1

N
,
j

N

)]
+ E

[
(xm − tj)Im

(
j − 1

N
,
j

N

)]2
≤ h2

(
Var

[
Im

(
j − 1

N
,
j

N

)]
+ E

[
Im

(
j − 1

N
,
j

N

)]2)
= h2

{
pj (1− pj) + p2j

}
= h2pj

∼ h2f(x). (50)

したがって、

c22E

[{
(xm − tj)Im

(
j − 1

N
,
j

N

)}2
]
<

C2

h
. (51)
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大カッコ内の第 3項目について、

E

[
N−1∑
k=1

w2
j,k

{
Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
+ Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}2
]

= Var

[
N−1∑
k=1

wj,k

{
Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
+ Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}]

+ E

[
N−1∑
k=1

wj,k

{
Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
+ Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}]2

=

N−1∑
k=1

w2
j,k

(
Var

[
Im

(
k

N
,
k + 1

N

)]
+Var

[
Im

(
k − 1

N
,
k

N

)])

+ 2Cov

(
N−1∑
k=1

wj,kIm

(
k

N
,
k + 1

N

)
,

N−1∑
k=1

wj,kIm

(
k − 1

N
,
k

N

))

+

N−1∑
k=1

w2
j,k

(
E

[
Im

(
k

N
,
k + 1

N

)]2
+ E

[
Im

(
k − 1

N
,
k

N

)]2)

+ 2

N−1∑
k=1

w2
j,kE

[
Im

(
k

N
,
k + 1

N

)]
E

[
Im

(
k − 1

N
,
k

N

)]

=

N−1∑
k=1

w2
j,k {pk+1 (1− pk+1) + pk (1− pk)} − 2

N−1∑
k=1

w2
j,kpk+1pk

+

N−1∑
k=1

w2
j,k

(
p2k+1 + p2k

)
+ 2

N−1∑
k=1

w2
j,kpk+1pk

=

N−1∑
k=1

w2
j,k (pk+1 + pk)

∼ 2

N−1∑
k=1

w2
j,khf(x). (52)

したがって、

c23E

[
N−1∑
k=1

w2
j,k

{
Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
+ Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}2
]
<

C3

h
. (53)
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大カッコ内の第 4項目について、

E

[
N−1∑
k=1

w2
j,k

{
(xm − tk+1)Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
− (xm − tk)Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}2
]

= Var

[
N−1∑
k=1

wj,k

{
(xm − tk+1)Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
− (xm − tk)Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}]

+ E

[
N−1∑
k=1

wj,k

{
(xm − tk+1)Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
− (xm − tk)Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}]2

≤ h2
N−1∑
k=1

w2
j,k

(
Var

[
Im

(
k

N
,
k + 1

N

)]
+Var

[
Im

(
k − 1

N
,
k

N

)])

− 2h2Cov

(
N−1∑
k=1

wj,kIm

(
k

N
,
k + 1

N

)
,

N−1∑
k=1

wj,kIm

(
k − 1

N
,
k

N

))

+ h2
N−1∑
k=1

w2
j,k

(
E

[
Im

(
k

N
,
k + 1

N

)]
+ E

[
Im

(
k − 1

N
,
k

N

)])2

=

N−1∑
k=1

w2
j,k (pk+1 + pk)

∼ 2

N−1∑
k=1

w2
j,khf(x). (54)

したがって、(
100c23
h2

)
E

[
N−1∑
k=1

w2
j,k

{
(xm − tk+1)Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
− (xm − tk)Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}2
]
<

C4

h
.

(55)

大カッコ内第 5, 6項目は (53), (55)と同様にして、

c24E

[
N−1∑
k=1

w2
j−1,k

{
Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
+ Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}2
]
<

C5

h
. (56)

(
100c24
h2

)
E

[
N−1∑
k=1

w2
j−1,k

{
(xm − tk+1)Im

(
k

N
,
k + 1

N

)
− (xm − tk)Im

(
k − 1

N
,
k

N

)}2
]
<

C6

h
.

(57)

以上より、(49)～(57)から E
[
Z2
m

]
は、

E
[
Z2
m

]
< C

(
1

n

)2

×O

(
1

h

)
∼ O

(
1

n2h

)
. (58)
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また、|Zm| = O
(

1
nh

)
を用いて、

|Zm|3 < Z2
mO

(
1

nh

)
, (59)

であることから、

E |Zm|3 = O

(
1

n2h

)
×O

(
1

nh

)
= O

(
1

n3h2

)
. (60)

したがって、(45)、(58)より、

n∑
m=1

E |Zm − E [Zm]|3 = O

(
1

n2h2

)
+ o

(
1

n2h

)
+ o

(
1

n2

)
= O

(
1

n2h2

)
. (61)

f̂j(x)の分散を σ
[
f̂j(x)

]2
とすると、σ

[
f̂j(x)

]2
∼ C

nh より、∑n
m=1 E |Zm − E [Zm]|3

σ
[
f̂j(x)

]3 =
O
(

1
n2h2

)
O
(

1

n
3
2 h

3
2

) = O

(
1√
nh

)
= o (1) . (62)
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